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一类非均匀采样非线性系统的

无模型自适应控制

王宏伟，连　捷，夏　浩
（大连理工大学控制科学与工程学院，辽宁大连１１６０２４）

　　摘　要：　对一类未知的非均匀采样离散时间非线性非仿射系统，基于在受控系统当前工作点处的等价数据模
型，利用输入输出数据对伪雅可比矩阵（ＰＪＭ）的在线估计，设计出相应的无模型自适应控制器．所提出的控制方法具
有如下特点：控制器的设计仅需要非均匀采样的输入输出数据，不包含系统模型的任何信息；控制算法计算量小，算法

容易实现．最后，通过一个非均匀采样离散时间非线性系统仿真结果验证提出方法的有效性．
关键词：　无模型控制；非均匀采样系统；多采样率；非线性系统
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１　引言
　　非均匀多采样率系统是现代工业控制中广泛存在
的一类系统，受各种条件的限制，例如，人工采样，数据

丢失，时基抖动或传输延迟等，系统的输入信号和输出

信号呈现出了不同的非均匀采样频率．非均匀多采样
率系统在增加控制系统复杂性的同时，也提高了系统

的控制性能，具有一般多采样率系统所不具备的优点．
例如：若原连续系统时间系统是可控可测的，则其非均

匀的离散系统是能控和能达的［１］．
当系统的控制输入信号非均匀周期刷新，输出信

号周期采样，是一类特殊的非均匀采样系统，简称输入

非均匀刷新和输出周期采样系统．对此类系统，很多文
献做了辨识和控制方法的研究．针对此类含有有色噪
声的非均匀采样离散线性系统，文献［２，３］提出了多模
型的自校正控制．首先，将非均匀刷新和周期采样系统
分解为多个子系统，根据占空比分配跟踪系统的期望

输出，根据误差设计自控正控制器．文献［４］提出了基
于最优控制原理，对非均匀刷新和输出周期采样线性

系统进行了控制方法研究．文献［５］采用脉冲理论和傅
里叶变换对非均匀刷新和输出周期采样线性系统进行

了控制方法的研究．
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上述方法无论是辨识和控制，都是针对非均匀采

样线性系统展开的，对于非均匀采样非线性系统的控

制方法涉及不多．大多数实际的工业控制过程本质上
都是非线性系统，对于非线性系统自适应控制，可以采

用模型参考自适应［６］、自适应反步控制［７］、滑模自适应

控制［８］，然而这些方法往往需要精确已知受控系统的

模型．然而，实际的系统往往模型是未知的，准确的数学
模型很难得到．另外，也可以采用神经网络［９］和模糊控

制［１０］等不依赖受控系统的精确模型信息进行控制器的

设计．除此上述控制方法外，还有无模型自适应控
制［１１～１４］．该方法针对离散时间非线性系统使用了一种
新的动态线性化方法以及伪偏导数（ＰｓｅｕｄｏＰａｒｔｉａｌＤｅ
ｒｉｖａｔｉｖｅ，ＰＰＤ）的技术，在闭环系统的每个动态工作点处
建立一个等价的动态线性化数据模型，然后基于此等

价的虚拟数据模型设计控制器．该控制方法已在化工
过程，直线电机控制，注模过程、ＰＨ控制得到成功应用．

在本文中，对未知的输入非均匀刷新，输出周期采

样离散时间非线性非仿射系统，基于在受控系统当前

工作点处的等价数据模型，利用输入输出采样数据对

模型中伪雅可比矩阵（ＰｓｅｕｄｏＪａｃｏｂｉａｎＭａｔｒｉｘ，ＰＪＭ）的
在线估计，设计出相应的无模型自适应控制方器．另外，
本文还对控制算法的收敛性、参数的选择等性能进行

了分析．最后，对于非均匀采样非线性系统进行了仿真
验证，以证明提出方法的有效性．

２　非均匀采样系统的问题描述

２．１　非均匀采样非线性模型
假设ｘ（ｔ）∈Ｒｎ，ｙ（ｔ）∈Ｒｌ，ｕ（ｔ）∈Ｒｌ．考虑连续非线

性函数为：

Ｓｐ：
ｘ（ｔ）＝Γ［ｘ（ｔ），ｕ（ｔ）］
ｙ（ｔ）＝ｈ（ｔ{ ）

（１）

式（１）中的控制信号有如下关系：

ｕ（ｔ）＝

ｕ（ｋＴ）， ｋＴ≤ｔ＜ｋＴ＋ｔ１
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）， ｋＴ＋ｔ１≤ｔ＜ｋＴ＋ｔ２
 

ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１）， ｋＴ＋ｔｐ－１≤ｔ＜（ｋ＋１）










Ｔ

（２）

式（２）中，非均匀刷新时间间隔为 τｉ，为采样前一时刻
ｔｉ－１和后一时刻ｔｉ的差，即τｉ＝ｔｉ－ｔｉ－１，ｔｉ＝τ１＋τ２＋…＋
τｉ（设ｔ０＝０，ｔｐ＝Ｔ），Ｔ＝τ１＋τ２＋…＋τｐ＝ｔｐ称为更新周
期（帧周期）．控制信号 ｕ在第 ｋ个周期［ｋＴ，ｋＴ＋Ｔ），ｋ
＝０，１，２，…，以 ｔ＝ｋＴ＋ｔｉ，ｉ＝１，２，…，ｐ非均匀刷新 ｐ
次．输出量 ｙ以 Ｔ为周期均匀采样，即在［ｋＴ，ｋＴ＋Ｔ）
内，ｙ（ｔ）＝ｙ（ｋＴ）．此时，ｘ（ｋＴ＋Ｔ）是以 ｘ（ｋＴ）为初值的
微分方程 ｘ（ｔ）＝Γ（ｘ（ｔ），ｕ（ｔ））的解，即
ｘ（ｋＴ＋Ｔ）＝ｆ［ｘ（ｋＴ），ｕ（ｋＴ＋ｔ１），…，ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１）］
ｙ（ｋＴ）＝ｈ（ｘ（ｋＴ{ ））

（３）

采用提升技术，提升变量构造如下：

珘ｕ（ｋＴ）＝

ｕ１（ｋＴ）
ｕ２（ｋＴ）


ｕｐ（ｋＴ











）

＝

ｕ（ｋＴ）
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）


ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１











）

∈Ｒｐ×１

此时，可将系统（３）转换如下离散系统，即
ｘ（ｋＴ＋Ｔ）＝ｆ（ｘ（ｋＴ），珘ｕ（ｋＴ））
ｙ（ｋＴ）＝ｈ（ｘ（ｋＴ{ ））

（４）

２．２　线性模型与非线性模型的关系
对于一个线性连续系统Ｓｃ，其模型如下：

　　　Ｓｃ：
ｘ（ｔ）＝Ａｃｘ（ｔ）＋Ｂｃｕ（ｔ）
ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ{ ）

（５）

其中，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ是状态向量；ｕ（ｔ）∈Ｒ１是控制输入；
ｙ（ｔ）∈Ｒ１是系统输出；Ａｃ，Ｂｃ和 Ｃ为适当维数的矩阵．
由２１节可知，采样数据分别为 ｕ（ｋＴ＋ｔｉ），ｉ＝０，１，２，
…，ｐ－１和 ｙ（ｋＴ）．在一个周期 Ｔ内对模型（５）进行离
散化，

ｘ（ｋＴ＋Ｔ）＝Ａｘ（ｋＴ）＋Ｂ珘ｕ（ｋＴ）
ｙ（ｋＴ）＝Ｃｘ（ｋＴ{ ）

（６）

其中，Ａ＝ｅＡｃＴ∈Ｒｎ×ｎ；Ｂτｉ∈∫
τｉ

０
ｅＡｃｔｄｔ，Ｂｃ∈Ｒ

ｎ×１，Ｂｉ＝

ｅＡｃ（Ｔ－ｔｉ），Ｂτｉ∈Ｒ
ｎ×１，Ｂ＝［Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｐ］∈Ｒ

ｎ×ｐ；珘ｕ（ｋＴ）＝
［ｕ（ｋＴ），ｕ（ｋＴ＋ｔ１），…，ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１）］

Ｔ（“Ｔ”为矩阵的
转置 符 号）．若 Ｓｃ 可 测，则 ［（Ｃ）

Ｔ，（ＣＡ）Ｔ，…，
（ＣＡｎ－１）Ｔ］Ｔ的秩为ｎ．

引入后移算子ｚ－１，其为ｚ－１ｕ（ｋＴ＋ｔｉ）＝ｕ（ｋＴ＋ｔｉ－
Ｔ），或前移算子ｚ，其满足ｚｘ（ｋＴ）＝ｘ（ｋＴ＋Ｔ），由式（６）
可得

ｙ（ｋＴ）＝∑
ｐ－１

ｉ＝０

ｚ－ｎＣａｄｊ［ｚＩｎ－Ａ］Ｂｉ
ｚ－ｎｄｅｔ［ｚＩｎ－Ａ］

ｕ（ｋＴ＋ｔｉ）

其中Ｉｎ为ｎ阶单位矩阵，上式也可以表示为有理分式
的形式，

ｙ（ｋＴ）＝∑
ｐ－１

ｉ＝０

ｂｉ（ｚ
－１）

ａ（ｚ－１）
ｕ（ｋＴ＋ｔｉ） （７）

其中

ａ（ｚ－１）＝ｚ－ｎｄｅｔ［ｚＩｎ－Ａ］＝１＋ａ１ｚ
－１＋ａ２ｚ

－２＋…＋ａｎｚ
－ｎ，

ｂ０（ｚ
－１）＝ｂ００ｚ

０＋ｂ０１ｚ
－１＋ｂ０２ｚ

－２＋…＋ｂ０ｎｚ
－ｎ，

ｂｉ（ｚ
－１）＝ｂｉ１ｚ

－１＋ｂｉ２ｚ
－２＋…＋ｂｉｎｚ

－ｎ，

ｉ＝１，２，…，ｐ－１；ｊ＝１，２，…，ｎ．
对于非线性系统（４）与线性系统（７）的关系是：非

线性系统Ｓｐ可以看作是在多个工作点的局部线性模型
（６），经过非线性加权组合得到，即

ｙ（ｋＴ）＝∑
ｃ

ｌ＝１
ｆｌ［（ｋＴ）］ｇｌ［（ｋＴ）］ （８）

其中

５１８



电　　子　　学　　报 ２０１８年

（ｋＴ）＝［ｙ（ｋＴ－Ｔ），…，ｙ（ｋＴ－ｎＴ），ｕ（ｋＴ－Ｔ），…，
ｕ（ｋＴ－ｎＴ），ｕ（ｋＴ＋ｔ１－Ｔ），…，ｕ（ｋＴ＋ｔ１－ｎＴ），…，

ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－Ｔ），…，ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－ｎＴ）］
Ｔ

ｆｌ［（ｋＴ）］是第ｌ个非线性加权函数；ｇｌ［（ｋＴ）］是在第ｌ
个工作点处的局部线性模型．模型（８）还可写为一般形式：

ｙ（ｋＴ）＝ｆ（（ｋＴ）） （９）

３　无模型自适应控制
　　对于模型（９），可以看做多输入单输出（ＭＩＳＯ）系
统，其可表示为：

ｙ（ｋＴ＋Ｔ）＝ｆ（ｙ（ｋＴ），…，ｙ（ｋＴ－ｎｙＴ），ｕ（ｋＴ），…，
ｕ（ｋＴ－ｎｕＴ）），　ｎｙ＝ｎｕ＝ｎ－１ （１０）

其中，

　　ｕ（ｋＴ）＝

ｕ（ｋＴ）
ｕ（ｋＴ＋ｔ１）


ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１











）

，…，ｕ（ｋＴ－ｎｕＴ）

＝

ｕ（ｋＴ－（ｎ－１）Ｔ）
ｕ（ｋＴ＋ｔ１－（ｎ－１）Ｔ）



ｕ（ｋＴ＋ｔｐ－１－（ｎ－１）Ｔ











）

分别表示 ｋＴ，…，ｋＴ－ｎｕＴ时刻的输入，ｕ∈Ｒ
ｐ．ｎｙ和 ｎｕ

是两个未知正整数；ｆ（…）∈∏
ｎｙ＋１
Ｒ×∏

ｎｕ＋１
Ｒｐ Ｒｐ是未

知的非线性函数．
　　假设１［１４］　ｆ（…）关于第ｎｙ＋２个变量具有连续偏
导数．
　　假设２［１４］　系统（１０）满足广义 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即
对任意ｋ１≠ｋ２，ｋ１，ｋ２≥０，和ｕ（ｋ１Ｔ）≠ｕ（ｋ２Ｔ）有，
ｙ（ｋ１Ｔ＋Ｔ）－ｙ（ｋ２Ｔ＋Ｔ）≤ｂｕ（ｋ１Ｔ）－ｕ（ｋ２Ｔ）

其中，ｙ（ｋｉＴ＋Ｔ）＝ｆ（ｙ（ｋｉＴ），…，ｙ（ｋｉＴ－ｎｙＴ），ｕ（ｋｉＴ），
…，ｕ（ｋｉＴ－ｎｕＴ）），

ｂ＞０是一个常数．
　　定理１　对于满足假设１和假设２的非线性系统
（１０），当 Δｕ（ｋＴ）≠０时，一定存在一个被称为伪雅
可比矩阵（ＰＪＭ）的时变参数 Φｃ（ｋＴ）∈Ｒ

ｐ×１，使得系统

（１０）可转为如下紧格式动态线性化（ＣＦＤＬ）数据
模型，

Δｙ（ｋＴ＋Ｔ）＝ΦＴｃ（ｋＴ）Δｕ（ｋＴ） （１１）
其中Φｃ（ｋＴ）＝［１（ｋＴ） … ｐ（ｋＴ）］Ｔ∈Ｒｐ×１，并且
Φｃ（ｋＴ）≤ｂ，ｂ是一个正常数，Δｙ（ｋＴ＋Ｔ）＝ｙ（ｋＴ＋
Ｔ）－ｙ（ｋＴ），Δｕ（ｋＴ）＝ｕ（ｋＴ）－ｕ（ｋＴ－Ｔ）．

由于论文篇幅的限制，这里证明略．
考虑如下控制目标函数，

　　Ｊ（ｕ（ｋＴ））＝ ｙ（ｋＴ＋Ｔ）－ｙ（ｋＴ＋Ｔ）２

＋λｕ（ｋＴ）－ｕ（ｋＴ－Ｔ）２ （１２）

其中，λ＞０是权重因子，用于控制输入量的变化；
ｙ（ｋＴ＋Ｔ）为期望的输出信号．

将式（１１）代入目标函数（１２）中，对 ｕ（ｋＴ）求导，并
令其等于零，可得控制算法，

ｕ（ｋＴ）＝ｕ（ｋＴ－Ｔ）＋
ρΦｃ（ｋＴ）（ｙ

（ｋＴ＋Ｔ）－ｙ（ｋＴ））
λ＋ Φｃ（ｋＴ）

２

（１３）
其中，步长因子ρ的加入可使控制算法更具一般性．

在控制算法（１３）中，需要计算伪偏导数向量
（ＰＪＭ）Φｃ（ｋＴ），为此给出如下目标函数，
Ｊ（Φｃ（ｋＴ））＝ Δｙ（ｋＴ）－Φ

Ｔ
ｃ（ｋＴ）Δｕ（ｋＴ－Ｔ）

２

＋μΦｃ（ｋＴ）－Φ^ｃ（ｋＴ－Ｔ）
２ （１４）

其中，μ＞０是权重因子，用于控制伪偏导数向量估值的
过大变化．

极小化目标函数（１４），可得到如下的投影算法，
　Φ^ｃ（ｋＴ）＝Φ^ｃ（ｋＴ－Ｔ）＋（Δｙ（ｋＴ）

－Φ^Ｔｃ（ｋＴ－Ｔ）Δｕ（ｋＴ－Ｔ））Δｕ（ｋＴ－Ｔ）
·（μＩ＋Δｕ（ｋＴ－Ｔ）ΔｕＴ（ｋＴ－Ｔ））－１ （１５）

由于ＰＪＭ估计算法（１５）中包含一个矩阵求逆的计
算，当系统输入输出维数很大时，求逆运算非常耗时，不

利于实际应用．因此，采用改进的ＰＪＭ估计算法，
Φ^ｃ（ｋＴ）＝Φ^ｃ（ｋＴ－Ｔ）

＋
ηΔｕ（ｋＴ－Ｔ）（Δｙ（ｋＴ）－Φ^Ｔｃ（ｋＴ－Ｔ）Δｕ（ｋＴ－Ｔ））

μ＋ Δｕ（ｋＴ－Ｔ）２

（１６）
其中，η为步长．

采用了参数估计算法（１６）和控制算法（１３），可以
得到无模型自适应控制策略，

Φ^ｃ（ｋＴ）＝Φ^ｃ（ｋＴ－Ｔ）

＋
ηΔｕ（ｋＴ－Ｔ）（Δｙ（ｋＴ）－Φ^Ｔｃ（ｋＴ－Ｔ）Δｕ（ｋＴ－Ｔ））

μ＋ Δｕ（ｋＴ－Ｔ）２

（１７）
^ｉ（ｋＴ）＝^１（Ｔ），如果 ^ｉ（ｋＴ） ＜ε或

ｓｉｇｎ（^ｉ（ｋＴ））≠ｓｉｇｎ（^ｉ（Ｔ）），ｉ＝１，…，ｐ （１８）

ｕ（ｋＴ）＝ｕ（ｋＴ－Ｔ）＋
ρ^Φｃ（ｋＴ）（ｙ

（ｋＴ＋Ｔ）－ｙ（ｋＴ））
λ＋ Φ^ｃ（ｋＴ）

２

（１９）
其中，^Φｃ（ｋＴ）＝ ^１（ｋＴ） … ^ｐ（ｋＴ[ ]）Ｔ∈Ｒｐ×１是系统
（１１）的紧格式线性化数据模型的伪偏导数估计值；
^１（Ｔ）为 ^ｉ（ｋＴ）的初值；ｉ＝１，…，ｐ；λ＞０，μ＞０，ρ∈（０，
１），η∈（０，１），ε是一个小的正数．

４　性能分析
　　控制器中的参数λ，μ，ρ，η的取值对于自适应控制
很重要，为此进行下面讨论．首先，给出下面引理．
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第　４　期 王宏伟：一类非均匀采样非线性系统的无模型自适应控制

　　引理１　对于非均匀采样系统（１１），在假设１、２满
足的条件下，若μ，η的选取满足 μ＞０，η∈（０，１），则估
计算法（１６）给出的伪偏导数估计值 Φ^ｃ（ｋＴ）是有界的．
由于论文篇幅的限制，证明略．

　　引理２　定义 （ｋＴ）＝
ρΦＴｃ（ｋＴ）^Φｃ（ｋＴ）
λ＋ Φ^ｃ（ｋＴ）

２，若选择

λ，ρ，满足条件λ＞（ρｂ）
２

４ 则存在正的常数ｄ１和ｄ２使得

０≤ｄ１≤（ｋＴ）≤ｄ２＜１ （２０）
　　由于论文篇幅的限制，证明略．
　　定理２　对于非均匀采样系统 （１１），在假设１、２的
条件下，采用式（１７）～（１９）的控制方案，当系统的期望
输出为ｙ（ｋＴ＋Ｔ）＝ｙ ＝ｃｏｎｓｔ时，若控制器参数满足

μ＞０，η∈（０，１），λ＞（ρｂ）
２

４ ，则系统输出在 ｋ→∞时，存

在ｌｉｍ
ｋ→∞
ｙ（ｋＴ＋Ｔ）＝ｙ．

由于论文篇幅的限制，证明略．

５　仿真实例
　　考虑一个非均匀采样的非线性系统如下：

ｙ（ｋＴ＋Ｔ）＝

ｕ（ｋＴ）＋１．１ｕ（ｋＴ＋ｔ１－Ｔ）

·
５ｙ（ｋＴ）ｙ（ｋＴ－Ｔ）

１＋ｙ２（ｋＴ）＋ｙ２（ｋＴ－Ｔ）＋ｙ２（ｋＴ－２Ｔ）
，

　　　　　　　　　　　　　ｋ≤５００
２．５ｙ（ｋＴ）ｙ（ｋＴ－Ｔ）
１＋ｙ２（ｋＴ）＋ｙ２（ｋＴ－Ｔ）
＋１．２ｕ（ｋＴ）＋１．４（ｋＴ＋ｔ１－Ｔ）
＋０．７ｓｉｎ（０．５（ｙ（ｋＴ）＋ｙ（ｋＴ－Ｔ）））
·ｃｏｓ（０．５（ｙ（ｋＴ）＋ｙ（ｋＴ－Ｔ））），
　　　　　　　　　　　　　ｋ



















＞５００
　　该系统是由两个非线性子系统串联连接成的．非
均匀采样方案为：帧周期 Ｔ＝１ｓ，ｐ＝２，ｔ１＝０４ｓ．通过对
非线性系统的分析，第一个和第二个子系统都是非线

性、非最小相位系统．
期望输出信号为：

ｙ（ｋＴ＋Ｔ）＝
５ｓｉｎ（ｋＴπ／５０）＋２ｃｏｓ（ｋＴπ／１００），ｋ≤３００
５（－１）ｒｏｕｎｄ（ｋ／１００）， ３００＜ｋ≤７００
５ｓｉｎ（ｋＴπ／５０）＋２ｃｏｓ（ｋＴπ／１００），ｋ

{
＞７００

分别选取权重因子λ＝０４和μ＝１，和λ＝２５和μ
＝１，对非均匀采样非线性系统进行控制．从图１仿真效
果来看，当权重取为 λ＝０４和 μ＝１时，系统的闭环反
应很快，但其超调却很大．其次，当权重取为 λ＝２５和
μ＝１时，从图２仿真效果来看，即使非均匀采样非线性
系统在参数和结构发生变化时，系统仍能很好地跟踪

期望的输出；从图 ３看出，伪偏导数向量中的元素
１（ｋＴ）和２（ｋＴ）的变化都是慢时变的有界函数，变化

较平稳，其动力学行为与闭环系统工作点、控制信号以

及系统本身的动力学等有关．

另外，为了说明本文的方法有效性，我们与文献

［１５］控制方法进行了比较．文献［１５］采用了多模型的
非均匀采样系统自校正控制方法．表１给出了本文方法
和文献［１５］对实例系统控制后的跟踪误差的性能
比较．
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表１　本文方法与文献［１５］的性能比较

控制方法 误差均方根 每次控制乘法次数 每次控制除法

本文方法（λ＝０．４） ０．０９８ ４次 ２次
本文方法（λ＝２．５） ０．０６８ ４次 ２次
文献［１５］方法 ０．２１４ １０次 ６次

　　通过仿真实验结果和与文献比较，本文提出的控
制算法具有良好的控制效果，计算量小，实现难度小于

基于模型的控制算法，因此，适用于非均匀采样非线性

系统的在线自适应控制．

６　结论
　　在本文中，对输入非均匀刷新和输出均匀采样的
离散时间非线性系统，提出了无模型的自适应控制．主
要贡献在：（１）分析了非均匀采样的非线性系统与线性
系统之间的关系；（２）基于在受控系统当前工作点处的
等价数据模型，利用输入输出数据对伪雅可比矩阵

（ＰｓｅｕｄｏＪａｃｏｂｉａｎＭａｔｒｉｘ）的在线估计，设计出相应的无
模型自适应控制器；（３）控制器的设计仅需要非均匀采
样的现场输入输出数据，不包含系统模型的任何信息．
对于输入和输出非均匀周期采样的非线性非仿射系

统，我们还要在将来对其进行讨论和研究的．
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